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ِ  BCٍسط ظلغ  Mی  قائوِ است. ًقطِ Aی  ساٍیِ ABCدر هثلث  ِ ACرا رٍی ظهلغ   Dی  است. ًقطه ِ  به اًتخها    ای گًَه
ADمٌین مِ  هی AM ُّای  ثّای هحیطی هثل . هحل بزخَرد دٍم دایزABC  ٍBDC  راP یذ خط هًاهین. ًطاى دّ هیCP 

 است. ACBی  ساٍیِ ًیوساس
 

2- 

 

بهِ   Oاس  1336قطز ینی اس ٍجَُ هنؼب است. تؼهذاد هسهیزّای بهِ طهَ       OA مِ طَری بِاین  ًاهیذُ O  ٍAدٍ رأس هنؼبی را 

nای اس  ت اس دًبالِهػبارت اس n؟ )یل هسیز بِ طَ  Aبِ  Oتز است یا اس  خَدش بیص  درتَالی هرأس هنؼب مِ ّز دٍ رأس ه 1

 دًبالِ، دٍ سز یل ظلغ هنؼب باضٌذ.(
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گَیین ساختواًی بِ ساختواى دیگز هطزف است اگز خط ٍاصل اس بالای سهاختواى اٍ  بهِ    در ضْزی تؼذادی ساختواى ٍجَد دارد. هی

 ضذُ ساختواى جذیذی بساسین. ًطاى دّیذ  ن در هناًی دادُیهخَاّ ی بساسد. هی درجِ 45اس  ای بیص بالای ساختواى دٍم با سهیي ساٍیِ

تَاى ایي مار را طَری اًجام داد مِ باس ّن ّیچ ساختواًی بِ دیگزی هطهزف ًباضهذ. ضهْز را     ّای قبلی بِ ّن هطزف ًباضٌذ، هی اگز ساختواى

 ی در ًظز بگیزیذ. ی صفحِخطی ػوَد بز رٍ ی افقی ٍ ّز ساختواى را پارُ صفحِ
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ّها هنؼهب    ظهز  آى  ّا هزبغ ماهل ٍ حاصل ػذد طبیؼی هتوایش یافت مِ هجوَع آى nتَاى  ، هیnًطاى دّیذ بزای ّز ػذد طبیؼی  

 ماهل باضذ.
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 AM ٍAMاست. دٍ هوهاس   C1ی  ای داخل دایزُ ًقطِ Aبز ّن هواس خارجی ّستٌذ ٍ  Pی  در ًقطِ C1  ٍC2ی  دٍ دایزُ

 تزتیبرا بِ  C1ی  با دایزُ AM ٍAMقاط تقاطغ دٍم ّا ّستٌذ(. ً هحل تواس هواس MٍMمٌین ) رسن هی C2ی  بز دایزُ
N  ٍN ًاهین. ًطاى دّیذ: هی 

PN MN

PN M N
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ای  ضَد ضهزٍع بهِ پهار مهزدى اػهذاد طبیؼهی ٍیه ُ        ی خَارسهی هاضیٌی طزاحی مزدُ است مِ ٍقتی رٍضي هی فزّاد بزای جطٌَارُ

nذد هِ ػهینی اس س دقیقاً، nمٌذ. خاصیت ایي هاضیي ایي است مِ بزای ّز ػذد طبیؼی  هی n,2  ٍn3 هاضیيداًین  مٌذ. هی را پار هی 

 ضَد. پار ًوی 13324مٌذ. ثابت مٌیذ  را پار هی 2ػذد 
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Dّای  ًقطِ اسآًجامِ P B, ,  ٍC ُگیهزین   ی قزار دارًذ ًتیجهِ ههی   رٍی یل دایزPBC ADP ّهن .   ِ ّهای   پٌهیي ًقطه

M P A, , ٍC درًتیجِدایزُ ّستٌذ،  ّن CAP PMB .ث لهثهه مِ اسآًجاییABC ی ٍارد بز ٍتز الشاٍیِ است، هیاًِ قائن 

AM( AMًصف ٍتز است. پس  ( MB  لذا ٍBM AD آیذ مِ دٍ هثلث  اس ًتایج بالا بِ دست هیPMB  ٍPAD   با ینهذیگز

بِ  ACBی  اس دٍ ظلغ ساٍیِ Pی  دّذ ًقطِ در ایي دٍ هثلث بزابز است مِ ًتیجِ هی Pاس  ضذُ رسنًْطت ّستٌذ. پس طَ  ارتفاع  ّن

 ی قزار دارد. ساس ایي ساٍیِ ی است ٍ در ًتیجِ رٍی ًین یل فاصلِ
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اس یهل رأس   nبِ خَدش )یا بِ دلیل تقارى تؼذاد هسیزّای بِ طَ   Oاس  nتؼذاد هسیزّای بِ طَ   nحل اٍ . فزض مٌیذ  راُ

 ل رأس بِ رأس هاس ی nیزّای بِ طَ  هذاد هسى تؼباضذ )یا بِ دلیل تقار Aبِ  Oاس  nتؼذاد هسیزّای بِ طَ   nbٍ  بِ خَدش(

nبِ خَدش را در ًظز بگیزیذ. بِ  Oیل هسیز اس  در یل ٍجِ( هجاٍر غیز 1 ِ ی ایهي   . اهیي رأس ایي هسیز تَجِ مٌیذ. طبق ضزط هسهلل

ِ  است. هی 2بزابز  Oاش اس ٍ یا رأسی باضذ مِ فاصلِ Oرأس بایذ خَد  پٌهیي تؼهذاد    اسهت ٍ ّهن   2بزابهز   Oی سهِ رأس اس   داًین مِ فاصهل

اس یل رأس بِ خَدش بزابز  2ٍ تؼذاد هسیزّای بِ طَ   2رٍ  بِ یل قطز ّستٌذ بزابز  هسیزّای بِ طَ  دٍ بیي دٍ رأس مِ در یل ٍجِ رٍبِ

 ی سیز بزقزار است: است. در ًتیجِ رابطِ 3

n n n n n
b b b( )2 2 2 202 3 

 ذ مِ:آی بِ دست هی سادگی بِبِ ّویي تزتیب  

n n n n n
b b b b( )2 2 2 22 3 

 دارین: ینذیگزبا من مزدى ایي دٍ رابطِ اس 

n n n n
b b2 2 

 در ًتیجِ:

b b...1386 1386 1384 0 0 1 

 بٌابزایي

 b1386 1386  

 1336گَیین. ّز هسیز بِ طَ   ٍاقغ ّستٌذ. ایي پْار رأس را رئَس هیاًی هی OAحل دٍم. پْار رأس اس رئَس هنؼب رٍی ػوَدهٌصف  راُ

 ساسین. هی Oبِ  Oهسیزی اس  Aبِ  Oگذرد. حا  با فزآیٌذ سیز اس ّز هسیز  اس ینی اس ایي رئَس هیاًی هی Aبِ  Oاس 

اًجهام   OAی ػوَد هٌصف  این را ًسبت بِ صفحِ ّایی مِ اًجام دادُ ی حزمت بؼذ اس اٍلیي باری مِ هسیز اس یل رأس هیاًی ػبَر مزد، قزیٌِ

 بزسین. Oی  دّین تا ایي بار بِ ًقطِ هی

تَاى ػنس ا یي مار را اًجهام داد ّهیچ دٍ    هی اسآًجامِضَد. دقت مٌیذ مِ  تبذیل هی Oبِ  Oبِ هسیزی ینتا اس  Aبِ  Oپس ّز هسیز اس 

، اسهت. اهها دقهت مٌیهذ مهِ      Aبهِ   Oتز یا هساٍی هسیزّای  بیص Oبِ  Oضَد. پس تؼذاد هسیزّای اس  هسیزی بِ یل هسیز تبذیل ًوی

گهذرد ٍ بٌهابزایي تبهذیل یافتهِ ّهیچ       اس رئَس هیاًی ًوی گاُ ّیچاست  ضذُ تطنیل Oفتي اس رأس مِ اس تؼذادی پاییي ٍ سپس بالا رهسیزی 

 بیطتز است. Oبِ  Oبٌابزایي در مل تؼذاد هسیزّای اس ًیست.  Aبِ  Oهسیزی اس 
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xی را با  اس صفحِ Xی  فزض مٌیذ ارتفاع ساختواى در ًقطِ
h ًوایص دّین. اگز ساختواى  ِ بهز   A  ٍBی  ّای بٌاضذُ در دٍ ًقطه

 ساسًذ ّا هی ِ خط ٍاصل بیي دٍ سز ساختواىای م ینذیگز هطزف ًباضٌذ، با تَجِ بِ تؼزیف هطزف بَدى ایي هؼاد  آى است مِ ساٍیِ

 بٌاهین، دارین: باضذ. اگز ایي ساٍیِ را  045تز یا هساٍی  با سهیي من

A B
B A

h h
h h B A

A B
tan( ) tan01 45 

Bمِ هٌظَر اس  A ِی  ی دٍ ًقطِ فاصلA  ٍB ِخَاّین در آى ساختواى جذیذ را  ای مِ هی ی ضْز است. فزض مٌیذ مِ ًقطِ در صفح

ًوایص دّهین. ضهزط هطهزف ًبهَدى ّهیچ دٍ سهاختواًی بؼهذ اس بٌهای ایهي           hباضذ ٍ ارتفاع ساختواى هَرد ًظز را با  Pی  بٌا مٌین، ًقطِ
 داضتِ باضین Aی  مِ بؼذ اس بٌای ایي ساختواى بزای ّز ساختواى دیگز هثل ساختواى ًقطِ مٌذ هیساختواى ایجا  

A
h h P A  ًهؼادلا ٍ

A A
h P A h P A h,. 

ی  را بزابز ایي ًقطِ hای هثبت است، سیزا در ایي صَرت  ّای هختلف ضاهل ًقطِ ّا بزای ساختواى مافی است ًطاى دّین مِ اضتزاك ایي باسُ
 ضَد. ّا بزآٍردُ هی ّای هَرد ًیاس بزای هطزف ًبَدى ی ضزط گیزین ٍ بٌابزایي ّوِ هی
h ّای  تؼذاد ساختواى اسآًجامِّای هختلف بگیزیذ )دقت مٌیذ مِ  ّای بالا بزای ساختواى تزیي ػذد در بیي مزاى بالایی باسُ را بزابز مَپل

 بٌا ضذُ است. پس Bی  تزیي ػذدی ٍجَد دارد(. فزض مٌیذ ایي ػذد هزبَط بِ ساختواًی باضذ مِ در ًقطِ ضْز هتٌاّی است، حتواً مَپل

 
B

h h P B. 

ّا قزار دارد. بزای ایي هٌظَر بِ بزّاى خلف فزض مٌیهذ مهِ    ی باسُ هثبت بَدى ایي ػذد ٍاظح است. حا  بایذ ًطاى دّین مِ ایي ػذد در ّوِ

 ًباضذ. Aی هزبَط بِ ساختواى  ایي ػذد در باسُ

A A
h P A h P A h, 

ی ًباضذ، ایهي اسهت    در ایي باسُ h مِ ایيّا بَد، تٌْا حالت هوني بزای  تزیي مزاى بالایی در بیي مزاى بالای باسُ مَپل h مِ ایيبا تَجِ بِ 

اس مزاى پاییي آى موتز باضذ.  hمِ 
A

h P A h(  دّذ مِ: اها ایي با تَجِ بِ ًاهساٍی هثلث ًتیجِ هی (

B A A B
h P B P A h h h P A P B A B( 

پس 
A B
h h A B ُبٌابزایي ایي دٍ ساختواى قبلاً بِ ّن هطزف بَد ٍ    ِ ی اسهت. ایهي تٌهاقط ًطهاى      اًذ مِ خهلاف فهزض هسهلل

 ضَد.  حنن ثابت هی تزتیب ایي بِّا قزار دارد ٍ  ی باسُ در ّوِ ضذُ هؼزفی hدّذ مِ  هی
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 ی بیابین. ػذد طبیؼی با ضزایط هسللِ n ،nبزای اثبات حنن مافی است مِ بِ اسای ّز ػذد طبیؼی 
 اػذاد سیز را در ًظز بگیزیذ:

n, ,...,3 3 31 2  
اثبهات   اسهتقزا  پٌهیي بهِ موهل    هنؼب ماهل  است. ّنّا ًیش  ظز  آى حاصل رًتیجِداس ایي اػذاد هنؼب ماهل ّستٌذ.   ّزمذامداًین مِ  هی

ّا بزابز  مٌین مِ جوغ آى هی
n n( )

2
1

2
nهزبغ ماهل است. ایي حنن بزای  درًتیجِاست ٍ   درست است. حا  فزض مٌیهذ   ٍظَح بِ 1

nمِ حنن بزای  بزقزار باضذ، یؼٌی:  1

n n
n

( )
... ( ) ( )3 3 3 21

1 2 1
2

 

 بایذ ًطاى دّین مِ: nبزای ًتیجِ گزفتي حنن در حالت 

n n n n
n

( ) ( )
2 2

31 1
2 2

 

 قابل بزرسی است: سادگی بِمِ ایي ّن 

n n n n n n n
n

( ) ( )
2 24 3 2

31 2 1
2 4 2

 

 ضَد. اثبات ماهل هی تزتیب ایي بٍِ 
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 مٌین: ابتذا یل لن را ثابت هی

Aرا در  A  ٍB ٍ ،C2را در  C1ب ه، بِ تزتیPٌذ. دٍ قاطغ گذرا اس هاس خارجی باضهو Pدر  C1  ٍC2لن. فزض مٌیذ دٍ دایزُ  ' ٍ 

B ABP  ٍAمٌذ )بزای بار دٍم(. در ایي صَرت دٍ هثلث  قطغ هی ' B P'  هتطابِ ّستٌذ. '
 

 

 

 

 

 

 

 اثبات.

اسهت   BPمِ هزبَط بهِ موهاى    Pی ظلی بِ رأس  با ساٍیِ PABی  در ایي صَرت ساٍیِ مٌین. را رسن هی Pهواس هطتزك دٍ دایزُ در 

Bی ظلی هزبَط بِ مواى  ی ظلی با ساٍیِ ًیست.( ایي ساٍیِ Aبزابز است. )مواًی مِ ضاهل  P  درC2  با رأسP  هتقابل بِ رأس است ٍ لذا

ِ   با ّن بزابز ّستٌذ. در ًْایت ایي ساٍیِ PAی  ی ظلی جذیذ ّن بها ساٍیه B   ِ رٍ ّوهیي موهاى اسهت بزابهز اسهت. پهس در مهل         مهِ رٍبه

PAB PAB  ِبا استذلا  ماهلاً هطاب .PBA P B A ضَد. ٍ بٌابزایي حنن اثبات هی 

NP  ٍNبِ تزتیب، هحل تقاطغ دٍم  S  ٍSفزض مٌیذ  P  ُبا دایزC2  ِایيباضٌذ. در ایي صَرت با تَجِ ب  ِ N مه M  وNM   بهز

C2  هواس ّستٌذ، بزای قَتN  ٍN  ًِسبت بC2 تَاى ًَضت: هی 

NM NPNS N M N PN S. , .2 2 

هتطابِ ّستٌذ ٍ لذا  PSS ٍPNNحا  دقت مٌیذ مِ طبق لن بالا دٍ هثلث 
N P NP

PS PS
دّذ  مِ ایي ًتیجِ هی  

N P NP

N S NS
 

 حا  با تزمیب ایي ًتایج دارین:

NM NM NP NS NP NP NP

N M N P N S N P N P N PN M
( ) . . ( )

2
2 2

2
 

 دّذ. در ًْایت گزفتي جذر اس دٍ طزف حنن را ًتیجِ هی
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 مٌین: بزای حل سؤا  ابتذا دٍ لن را ثابت هی

 ضَد. ًیش پار هی nپار ضَد،  n6ػذدی طبیؼی باضذ ٍ  n. اگز 1لن 

 اثبات. اثبات ماهلاً سزراست است.

 ضًَذ. پار ًوی n2  ٍn4پار ضذُ است، پس  n6ػذد  n2  ،n4 ٍn6بیي سِ ػذد 

 ضًَذ. پار ًوی n3  ٍn9پار ضذُ است، پس  n6، ػذد n3 ،n6  ٍn9بیي سِ ػذد 

 بایذ پار ضَد. nضًَذ، پس  پار ًوی n3 ٍn2، ػذدّای  n،n2  ٍn3بیي سِ ػذد 
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 ضَد. پار هی n16ضَد ٍلی  پار ًوی n8پار ضَد،  n2ػذدی طبیؼی باضذ ٍ  n. اگز 2لن 
 

 اثبات. اثبات ایي لن ّن هطابِ لن قبلی است.

 ضًَذ. پار ًوی n  ٍn3پار ضذُ است، پس  n2 ، ػذدn ،n2  ٍn3بیي سِ ػذد 

 ضًَذ. پار ًوی n4  ٍn6پار ضذُ است، پس  n2 ، ػذدn2 ،n4  ٍn6بیي سِ ػذد 

 بایذ پار ضَد. n9ضًَذ، پس  پار ًوی n3  ٍn6، ػذدّای n3،n6  ٍn9بیي سِ ػذد 

 ضًَذ. پار ًوی  n18 ٍn27پار ضذُ است، پس  n9 ، ػذدn9 ،n18  ٍn27بیي سِ ػذد 

 بایذ پار ضَد. n12ضًَذ، پس  پار ًوی n6  ٍn18، ػذدّای n6 ،n12  ٍn18بیي سِ ػذد 

 ضًَذ. پار ًوی n4  ٍn8پار ضذُ است، پس  n12 ، ػذدn4 ،n8  ٍn12بیي سِ ػذد 

 ضًَذ. پار ًوی n24  ٍn36پار ضذُ است، پس  n12 ، ػذدn12،n24  ٍn36بیي سِ ػذد 

 بایذ پار ضَد. n16ضًَذ، پس  پار ًوی n8  ٍn24، ػذدّای n8 ،n16  ٍn24بیي سِ ػذد 

9ی اصلی بِ بزّاى خلف فزض مٌیذ مِ  حا  در هَرد هسللِ 313824 2 دّهذ مهِ    ایي ًتیجِ هی 1پار ضَد. با سِ بار استفادُ اس لن  3

ن ی دٍبارُ اس له  ّن بایذ پار ضَد. استفادُ 16ػذد  2پار ضذُ است، طبق لن  2ّن پار بطَد. اس طزف دیگز با تَجِ بِ ایي مِ  64بایذ ػذد 

64دّذ مِ  ًتیجِ هی 2 4 ًبایهذ پهار    13324دّهذ مهِ    ّای بالا هتٌاقط است. ایي تٌاقط ًطاى ههی  ضَد مِ با صحبت پار ًوی 16

 بطَد. 

 

 


